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深蹲动作下三连杆模型的对比分析
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摘要：目的　 探讨三连杆模型用于深蹲动作互动动力学分析的合理性，明确三连杆模型与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算关节力矩

的差异来源。 方法　 选取 ８ 名受试者，通过 Ｖｉｃｏｎ 获取深蹲动作运动学数据，采用拉格朗日第二类方程建立三连杆

动力学方程，基于 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 编程计算获取关节力矩，与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 下肢链节段模型计算结果进行对比分析，并采

用复相关系数（ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ， ＣＭＣ）评价两者的相似程度。 结果　 ８ 名受试者髋、膝关节 ＣＭＣ 均

大于 ０􀆰 ８５，踝关节 ＣＭＣ 在 ０􀆰 ５０～０􀆰 ８５ 之间，三连杆动力学方程和 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算的关节力矩在髋、膝关节处高度相

似，在踝关节处仅呈现中度相似性。 结论　 三连杆模型可用于深蹲动作的关节力矩分析以及进一步的环节互动动

力学分析，但应当考虑由地面反作用力引起的互动力矩（外力矩）对踝关节力矩的影响。
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　 　 人体由于具有多环节链的力学特性而常在生

物力学研究中被简化为铰接多连杆系统［１⁃２］。 通过

构建多连杆模型可以直接获取人体各关节互动力

矩表达式，有利于多关节运动的动力学耦合以及协

调性分析，故在多关节运动控制研究领域具有独特

的优势［３⁃６］。 但采用该方法建立的人体模型环节数

量较少，与实际人体解剖结构存在一定差别，计算

结果也无法精确反映人体真实力学环境，进而导致

在采用多连杆系统对特定运动进行互动动力学分

析时往往会受到质疑［７］。 Ｋｏｏｚｅｋａｎａｎｉ 等［８］ 在将站

立动作简化为四连杆模型时提出，虽然将足部与地

面的接触简化为铰接关节不会影响姿势动态控制，
但人体重心移动仍会对模型计算结果造成一定误

差。 Ｈｕａｎｇ 等［９］在构建短跑动作下肢三连杆模型时

将地面反作用力（ｇｒｏｕｎｄ ｒｅａｃｔｉｏｎ ｆｏｒｃｅ，ＧＲＦ）相对于

踝关节中心的互动力矩作为影响关节力矩的重要

因素来考虑。 目前基于多连杆模型的互动动力学

分析较多，而鲜有关于多连杆系统的验证性研究。
因此，特定动作下多连杆系统计算结果的有效性验

证分析具有重要意义。
深蹲是典型的左右侧肢体同相多关节运动，主

要表现为矢状面的运动形式，与三连杆运动较为接

近［１０］。 此外，下蹲作为人体基本的动作形式之一，
广泛地存在于日常生活和康复训练当中［１１］。 基于

此，本文将深蹲动作简化为三连杆结构，并计算分

析其关节力矩的主要特征，通过与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 逆动力

学计算得到的关节力矩比较，探讨两者的差异来源

以及三连杆模型能否进一步用于互动动力学分析，
以期为采用三连杆模型进行深蹲动作多关节运动

控制研究以及互动动力学分析提供理论基础。

１　 方法

１􀆰 １　 三连杆模型构建及求解

深蹲动作同时发生在 ３ 个平面上，但以矢状面

的活动度最大，故将生物力学分析简化到矢状面内

的运动仍可以解释各关节主要运动。 深蹲过程中

双侧足部固定，忽略运动产生的微小形变，双侧小

腿、大腿及躯干可近似为分别绕踝、膝、髋关节定轴

转动的刚体。 本文将人体深蹲简化为与地面铰接

的三连杆模型，各杆件均为刚体且关节不做功，作
为一个复合非线性倒立摆，其 ３ 根连杆分别对应深

蹲动作下小腿、大腿和躯干节段（见图 １）。 图 １（ｂ）
中，ｌ１、ｌ２、 ｌ３ 分别为小腿、大腿和躯干的长度；ｍ１、
ｍ２、ｍ３ 分别为小腿、大腿和躯干的质量；ｒ１、ｒ２、ｒ３ 分

别为远端关节到小腿、大腿和躯干质心的距离；ｇ 为

重力加速度；φ１、φ２、φ３ 分别为各节段间的相对角；
Ｉ１、Ｉ２、Ｉ３ 分别为小腿、大腿和躯干的质心转动惯量；
ｃ１、ｃ２、ｃ３ 分别为小腿、大腿和躯干的质心位置。

图 １　 用于深蹲分析的三连杆模型

Ｆｉｇ．１ 　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｌｉｎｋ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｓｑｕａｔ ａｎａｌｙｓｉｓ 　 （ ａ） Ｂｏｄｙ
ｓｑｕａｔ， （ｂ） Ｔｈｒｅｅ⁃ｌｉｎｋ ｍｏｄｅｌ ｈｉｎｇｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｇｒｏｕｎｄ

拉氏方程作为一种最小方程数法，通过该方法得

到的运动方程中不含约束反力，仅包含在各关节处做

功的关节力矩和对应的运动学变量［１２］。 根据图 １ 的

三自由度系统，第二类拉格朗日方程可列为：
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式中：Ｔｍｕｓ ｉ（ ｉ ＝ １，２，３） 分别表示踝、膝、髋关节力

矩［７］。 Ｉｉ，ｊ 表示关节 ｊ 处的角加速度对关节 ｉ 处力矩

的贡献，根据矩阵对称性，仅需要６ 个元素即可确定

整个矩阵，包括 ３ 个惯性项（ Ｉ１，１、Ｉ２，２、Ｉ３，３ ）和 ３ 个

互动惯性项（ Ｉ１，２、Ｉ１，３、Ｉ２，３ ）：
Ｉ１，１ ＝ Ｉ１ ＋ ｍ１ｒ２１ ＋ Ｉ２ ＋ ｍ２（ ｌ２１ ＋ ｒ２２ ＋

２ｌ１ｒ２Ｃ２） ＋ Ｉ３ ＋ ｍ３（ ｌ２１ ＋ ｌ２２ ＋ ｒ２３ ＋
２ｌ１ｒ２Ｃ２ ＋ ２ｌ１ｒ３Ｃ１２ ＋ ２ｌ２ｒ３Ｃ３） （２）
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Ｉ２，２ ＝ Ｉ２ ＋ ｍ２ｒ２２ ＋ Ｉ３ ＋ ｍ３（ ｌ２２ ＋ ｒ２３ ＋ ２ｌ２ｒ３Ｃ３） （３）
Ｉ３，３ ＝ Ｉ３ ＋ ｍ３ｒ２３ （４）
Ｉ１，２ ＝ ｍ２（ ｒ２２ ＋ ｌ１ｒ２Ｃ２） ＋ Ｉ２ ＋ ｍ３（ ｌ２２ ＋ ｒ２３ ＋

ｌ１ ｌ２Ｃ２ ＋ ｌ１ｒ３Ｃ１２ ＋ ２ｌ２ｒ３Ｃ３） ＋ Ｉ３ （５）
Ｉ１，３ ＝ ｍ３（ ｒ２３ ＋ ｌ１ｒ３Ｃ２３ ＋ ｌ２ｒ３Ｃ３） ＋ Ｉ３ （６）
Ｉ２，３ ＝ ｍ３（ ｒ２３ ＋ ｌ２ｒ３Ｃ３） ＋ Ｉ３ （７）
ｖ （φ，φ·） ｉ 表示离心力和科氏力对连杆运动的影响，
各离心项和科氏力项为：
ｖ（φ，φ·） １ ＝ － ［（ｍ２ ｌ１ｒ２ ＋ ｍ３ ｌ１ ｌ２）Ｓ２ ＋
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Ｇ （φ） ｉ 表示重力对连杆运动的影响，各重力项

如下：
Ｇ （φ） １ ＝ ｍ１ｇｒ１Ｃ１ ＋ ｍ２ｇ（ ｌ１Ｃ１ ＋ ｒ２Ｃ１２） ＋

ｍ３ｇ（ ｌ１Ｃ１ ＋ ｌ２Ｃ１２ ＋ ｒ３Ｃ１２３） （１１）
Ｇ （φ） ２ ＝ ｍ２ｇｒ２Ｃ１２ ＋ ｍ３ｇ（ ｌ２Ｃ１２ ＋ ｒ３Ｃ１２３） （１２）
Ｇ （φ） ３ ＝ ｍ３ｇｒ３Ｃ１２３ （１３）
式中：Ｓｉｊｋ、Ｃ ｉｊｋ分别表示 ｓｉｎ（φｉ＋φｊ＋φｋ）和 ｃｏｓ（φｉ＋φｊ＋
φｋ）。 由式（５） ～ （１０）可计算任一关节处运动对其

余两处关节所带来的互动影响。 为与前人研究［１３］

对比验证方程正确性和物理意义，将方程进一步转

化为状态－空间方程：
Ｔ ＝ ［Ｉｃ（φ）］φ·· ＋ Ｖ（φ，φ·） ＋ Ｇ（φ） （１４）

式中：Ｔ 为关节力矩； ［Ｉｃ（φ）］ 为运动链的惯性阵；
φ·· 为关节角加速度向量； Ｖ（φ，φ·） 为离心力和科氏

力向量项； Ｇ（φ） 为重力向量项。 通过式（３）可完

全由运动学数据（ φ，φ·，φ·· ）逆推得到三连杆关节力

矩数据（ Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３）。
基于国标《ＧＢＴ７２４５⁃４ 成年人人体惯性参数》

确定深蹲实验受试者体节段长度和质量定义，三连

杆动力学参数如表 １ 所示。 为简化模型计算，连
杆 ３仅采用人体躯干转动惯量。 虽然在计算关节力

矩时存在一定误差，但对采用多连杆模型进行互动

动力学分析并无影响。

表 １　 三连杆模型动力学参数［１４］

Ｔａｂ．１　 Ｄｙｎａｍｉｃ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｒｅｅ ｌｉｎｋ ｍｏｄｅｌ

体节段 质心位置 ／ ｍ 回转半径 ／ ｍ 质量（男） ／ ｋｇ 质量（女） ／ ｋｇ 转动惯量 ／ （ｋｇ·ｍ２）

躯干（ ｌ３） ｃ３ ＝ ０􀆰 ６６０ｌ３ Ｒ３ ＝ ０􀆰 ８３０ｌ３ ｍ３ ＝ ０􀆰 ４４Ｍ ｍ３ ＝ ０􀆰 ４３８Ｍ Ｉ３ ＝ｍ３∗Ｒ３
２

大腿（ ｌ２） ｃ２ ＝ ０􀆰 ４３３ｌ２ Ｒ２ ＝ ０􀆰 ５４０ｌ２ ｍ２ ＝ ０􀆰 １４Ｍ ｍ２ ＝ ０􀆰 １４Ｍ Ｉ２ ＝ｍ２∗Ｒ２
２

小腿（ ｌ１） ｃ１ ＝ ０􀆰 ４３３ｌ１ Ｒ１ ＝ ０􀆰 ５２８ｌ１ ｍ１ ＝ ０􀆰 ０３６Ｍ ｍ１ ＝ ０􀆰 ０４４Ｍ Ｉ１ ＝ｍ１∗Ｒ１
２

１􀆰 ２　 实验数据采集

选取 ８ 名武汉体育学院学生作为受试者。 其

中，男性 ５ 人，身高（１７６􀆰 ３±４􀆰 ３） ｃｍ，体质量（６１􀆰 ０±
４􀆰 ２） ｋｇ，年龄 （ ２１􀆰 ２ ± １􀆰 ５） 岁；女性 ３ 人，身高

（１６２􀆰 ０± ３􀆰 ０） ｃｍ，体质量 （５０ ± ５􀆰 ７） ｋｇ， （ ２１􀆰 ０ ±
１􀆰 ３） 岁。 确认无任何下肢疾病，６ 个月内未受到任

何下肢运动损伤。
采用 ８ 台红外高速摄像头（Ｔ４０，Ｖｉｃｏｎ 公司，英

国，采样频率 ２００ Ｈｚ） 和三维测力台 （ ９２６０ＡＡ６，
Ｋｉｓｔｌｅｒ公司，瑞士，采样频率 １ ｋＨｚ）完成每名受试者

深蹲动作的运动学和动力学原始信号采集，每名受

试者需采集成功 ３ 次。 由同一实验人员为 ８ 名受试

者粘贴 ３６ 个直径为 １４ ｍｍ 的标记点以完成对下肢

各节段的定义［１５］（见图 ２）。

图 ２　 实验贴点方案及 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 节段类型

Ｆｉｇ．２　 Ｍａｒｋｅｒ ｐｒｏｔｏｃｏｌ ａｎｄ Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ ｓｅｇｍｅｎｔ ｔｙｐｅ
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根据 Ｅｓｃａｍｉｌｌａ 等［１６］ 的研究，将膝关节屈曲超

过 １００°的下蹲定义为深蹲。 深蹲规则参考美国无

药 举 重 协 会 （ Ａｍｅｒｉｃａｎ Ｄｒｕｇ Ｆｒｅｅ Ｐｏｗｅｒｌｉｆｔｉｎｇ
Ａｓｓｏｃｉａｔｉｏｎ，ＡＤＦＰＡ）的规定［１７］。
１􀆰 ３　 数据处理

基于 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ 软件完成三连杆模型关节力

矩计算，利用内置 Ｌｏｗ⁃ｐａｓｓ Ｆｉｌｔｅｒ 函数对运动学和

动力学数据进行滤波，运动学、动力学数据截止频

率分別为 １０、７５ Ｈｚ［１８］。
采用 Ｖｉｓｕａｌ ３ＤＴＭ（Ｃ⁃Ｍｏｔｉｏｎ 公司，美国）建立下

肢链节段模型，对原始运动学数据及 Ｋｉｓｔｌｅｒ 测力台

三维力数据进行处理和逆向动力学计算分析。 各

关节力矩均相对于近侧节段坐标系计算，环节几何

学数据基于 Ｈａｎａｖａｎ 模型计算［１９］。 采用 Ｂｕｔｔｅｒ⁃
Ｗｏｒｔｈ 低通滤波器滤波，运动学及动力学数据截止

频率选取同上。
１􀆰 ４　 评价参数

选取经体质量×身高标准化后的关节力矩作为

评价指标，将三连杆动力学方程的计算结果与

Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ矢状面的计算结果进行对比分析。 关节

力矩定义为远端节段相对于近端节段的力矩，方向

沿实验室坐标系 Ｙ 轴为正。 此外，为便于比较分

析，将整个深蹲过程归一化为 １００％ 。
１􀆰 ５　 数据分析

使用 ＳＰＳＳ ２１􀆰 ０ 软件进行统计分析，数据用均

值±标准差表示。 采用复相关系数 （ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｏｆ
ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ， ＣＭＣ）评价三连杆模型计算结果

与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算结果的拟合程度［２０］。 此外，选用平

均绝对误差（ｍｅａｎ ａｖｅｒａｇｅ ｅｒｒｏｒ， ＭＡＥ）和均方根误差

（ｒｏｏｔ ｍｅａｎ ｓｑｕａｒｅ ｅｒｒｏｒ， ＲＭＳＥ）均值作为额外评估两

者误差的标准［２１］，ＭＡＥ 和 ＲＭＳＥ 公式如下：

ＭＡＥ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
｜ Ｔｔｉ － Ｔｖｉ ｜ （１５）

ＲＭＳＥ ＝ １
ｎ∑

ｎ

ｉ ＝ １
（Ｔｔｉ － Ｔｖｉ） ２ （１６）

式中：Ｔｔ ｉ 是第 ｉ 个三连杆关节力矩；Ｔｖ ｉ 是第 ｉ 个
Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 关节力矩；ｎ 为数据总帧数。

２　 结果与讨论

２􀆰 １　 三连杆关节力矩特征分析

图 ３ 所示为基于深蹲运动学数据的三连杆各

关节力矩曲线。 ８ 名受试者下肢各关节力矩的变化

趋势较为相似。 在深蹲 ０％ ～１０％ 阶段，各关节力矩

均表现为屈曲作用以引导下蹲动作的开始，髋、踝
关节为正值，而膝关节为负值。 在 １０％ ～９０％ 阶段，
为对抗运动链整体重力并维持协调，各关节力矩从

屈曲力矩转向伸展力矩，髋、踝关节为负值，而膝关

节为正值。 在 ９０％ ～１００％ 阶段，各关节力从伸展力

矩重新转向屈曲力矩，以抵消身体惯性并保持站立

姿势，髋、踝关节为正值，而膝关节为负值。 整个深

蹲过程仅开始和结束阶段需要较小的屈曲力矩引

导，其余阶段均由伸展力矩主导。

图 ３　 深蹲动作下三连杆各关节力矩曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｔｏｒｑｕｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｅａｃｈ ｊｏｉｎｔ ｏｆ ｔｈｒｅｅ⁃ｌｉｎｋ ｉｎ ｄｅｅｐ
ｓｑｕａｔｔｉｎｇ

此外，踝关节力矩在下肢 ３ 个关节力矩中变化

最大，这从另一个角度反映了多连杆控制模式［２１］。
各关节对连杆的控制从上到下逐渐增多，如连杆 ３
的运动除了受到髋关节的直接控制外，还间接受到

膝、踝关节控制，并且这种间接控制对连杆 ３ 的影

响远大于直接控制，表现为关节力矩峰值从髋关节

（－１􀆰 １９± ０􀆰 １８）、膝关节（ ＋ １􀆰 ４４ ± ０􀆰 ３２） 到踝关节

（－２􀆰 ２８±０􀆰 ３０）逐级递增。
２􀆰 ２　 三连杆关节力矩差异性分析

图 ４ 所示为由 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 和三连杆动力学方程计

算出的 ８ 名受试者在深蹲过程中下肢各关节力矩均

值曲线对比。 两种计算结果在髋、膝关节较为相似，
踝关节则相差较大。 在深蹲 １５％ ～８５％ 阶段，三连杆

动力学方程计算的髋、膝关节力矩相比 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计

算的力矩稍大，但两条曲线整体拟合度较高（ＣＭＣｈｉｐ ＝
０􀆰 ９７２；ＣＭＣｋｎｅｅ ＝ ０􀆰 ９８６），差异性较小 （ ＲＭＳＥｈｉｐ ＝
０􀆰 ２６８，ＭＡＥｈｉｐ ＝ ０􀆰 ２２５；ＲＭＳＥｋｎｅｅ ＝ ０􀆰 ２５２， ＭＡＥｋｎｅｅ ＝
０􀆰 ２３３）；而对于踝关节，由 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 下肢链节段模
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型计 算 出 的 力 矩 在 整 个 深 蹲 过 程 中 趋 于 ０
（－０􀆰 ０６８±０􀆰 ０７），整个下蹲过程中均为负值，两条曲

线的离散程度较高（ＣＭＣａｎｋｌｅ ＝ ０􀆰 ６７），差异性较大

（ＲＭＳＥａｎｋｌｅ ＝１􀆰 ４３５， ＭＡＥａｎｋｌｅ ＝１􀆰 ２４８）。

图 ４　 两种方法计算 ８ 名受试者下肢各关节力矩均值曲线对比

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｊｏｉｎｔ ｔｏｒｑｕｅ ｃｕｒｖｅｓ ｆｏｒ ｌｏｗｅｒ
ｌｉｍｂｓ ｏｆ ８ ｓｕｂｊｅｃｔｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

从图 ４ 中可以看出，两种计算结果在踝关节处

差异较大。 从力矩含义的角度来看，Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算

出的踝关节力矩在整个深蹲过程中均为伸展作用

以防止出现“塌陷”，下蹲动作仅由膝、髋关节处的

屈曲力矩引导；而三连杆模型中的踝关节力矩与

膝、髋关节趋势相同，下蹲动作由 ３ 个关节共同引

导。 从建模的角度而言，三连杆中的连杆 １ 与地面

铰接且关节 １ 做定轴转动，ＧＲＦ 由于作为理想约束

力而不做功，故在动力学方程中关节力矩（ Ｔ１，Ｔ２，
Ｔ３）完全由运动学数据（ φ，φ·，φ··）逆推得到［见式

（１２）］。 而在实际的深蹲运动中，虽然小腿同样绕

踝关节做定轴转动，但 Ｋｏｏｚｅｋａｎａｎｉ 等［８］ 研究发现，
即使足部静止不动，足底压力中心位置也会随着躯

干及上肢姿势改变而改变。
如图 ５ 所示，虽然在深蹲过程中要求受试者足

部不能有任何移动，但足底压力中心的位置会随着

身体重心移动而改变。 在下蹲过程的前半段（０％ ～
５０％ ），人体重心后移，为保持平衡，左右足的压力

中心也会随之后移；在起身过程中（５０％ ～ １００％ ），
人体重心前移，足底压力中心也会随之向前移动，
整个变化过程类似抛物线，主要突变时段与两种方

法差异区域的时段（１７％ ～８７％ ）相同。
作用于足底压力中心处的 ＧＲＦ 会相对于踝关

图 ５　 ８ 名受试者下蹲过程中足底压力中心在 ｘ 方向的位

置变化均值

Ｆｉｇ． ５ 　 Ｍｅａｎ ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｐｌａｎｔａｒ ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｃｅｎｔｅｒ ｉｎ ｘ
ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ８ ｓｕｂｊｅｃｔｓ ｄｕｒｉｎｇ ｓｑｕａｔｔｉｎｇ

节中心产生互动力矩，该力矩在下蹲过程中会随着

压力中心的移动而逐渐增大［９］。 踝关节处的力矩

实际上由关节力矩、由 ＧＲＦ 引起的互动力矩以及

膝、髋关节处角加速度产生的互动力矩共同构成，
并且由于受到地面的限制，踝关节力矩变化通常

较小［２２］。
从算法上讲，Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 中使用的链式多刚体下

肢模型将足部作为单刚体考虑，在踝关节逆动力学

计算时就将由 ＧＲＦ 引起的互动力矩考虑在内，故
Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算得出的踝关节力矩实际上并不包含

由 ＧＲＦ 导致的互动力矩，计算公式如下：
τａ ＝ τＩ

ｆ － τＧＲＦ － ｒａ．ＧＲＦ·ＦＧＲＦ ＋ ｒａ．ｆ·ｍｆ（ａｆ － ｇ）
（１７）

式中： τａ 为踝关节力矩； τ Ｉ
ｆ 为踝关节净力矩， τＧＲＦ 为

ＧＲＦ 力矩； ｒａ．ＧＲＦ·ＦＧＲＦ 是 ＧＲＦ 相对于踝关节中心的

互动力矩。 式（４）在计算 τａ 时消除了由 ＧＲＦ 引起

的互动力矩的影响。 将该公式沿踝关节向膝、髋关

节递推可得：

τｊ ＝ ∑
ｍ

ｓ ＝ １
τＩ
ｊ ＋ ｒｊ．ｓ·ｍｓ（ａｓ － ｇ） － τＧＲＦ － ｒｊ．ＧＲＦ·ＦＧＲＦ

（１８）
式中： ｒｊ．ＧＲＦ 是关节 ｊ 到 ＧＲＦ 作用点的矢量； ｒｊ．ｓ 为关

节 ｊ 到节段质心的矢量；ｍ 为节段数量。 从式（１８）
中可以看出，由 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算得出的关节力矩都不

包含由 ＧＲＦ 引起的互动力矩，在数值上相比于三连

杆动力学方程计算出的关节力矩较小。 三连杆模

型在建模时将 ＧＲＦ 作为理想约束力，假设三连杆的

运动完全由关节力矩贡献，导致由三连杆动力学方
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程得到的关节力矩实际上包含了由 ＧＲＦ 引起的互

动力矩的贡献，故表现在数值上与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算得

出的踝关节力矩相比较大。
虽然通过三连杆动力学方程计算出的踝关节力

矩由于未考虑由 ＧＲＦ 引起的互动力矩而与实际存在

较大误差，但膝、髋关节力矩与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 计算结果仍

有较大一致性。 为进一步明确三连杆模型用于深蹲

动作的合理性，对 ８ 名受试者在不同模型下关节力矩

的计算结果采用 ＣＭＣ 进行评价（见表 ２）。

表 ２　 ８ 名受试者两种计算结果的复相关系数

Ｔａｂ．２　 ＣＭＣ ｏｆ ｔｗｏ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ８ ｓｕｂｊｅｃｔｓ

受试者 髋关节 膝关节 踝关节

１ ０􀆰 ９５２±０􀆰 ０４ ０􀆰 ９２３±０􀆰 ０３ ０􀆰 ６７１±０􀆰 ０５
２ ０􀆰 ９３１±０􀆰 ０３ ０􀆰 ９９２±０􀆰 ０２ａ，ｂ ０􀆰 ５８４±０􀆰 ０３
３ ０􀆰 ８８４±０􀆰 ０３ ０􀆰 ９２３±０􀆰 ０３ ０􀆰 ８２０±０􀆰 ０４
４ ０􀆰 ９６４±０􀆰 ０２ｂ ０􀆰 ９８１±０􀆰 ０１ａ，ｂ ０􀆰 ６０３±０􀆰 ０２
５ ０􀆰 ８７３±０􀆰 ０３ ０􀆰 ９０１±０􀆰 ０２ ０􀆰 ７６２±０􀆰 ０３
６ ０􀆰 ９５０±０􀆰 ０１ａ，ｂ ０􀆰 ９５４±０􀆰 ０２ｂ ０􀆰 ５１４±０􀆰 ０２
７ ０􀆰 ９６１±０􀆰 ０２ｂ ０􀆰 ９７２±０􀆰 ０１ａ，ｂ ０􀆰 ５７３±０􀆰 ０２
８ ０􀆰 ９４２±０􀆰 ０３ ０􀆰 ９３０±０􀆰 ０４ ０􀆰 ５４４±０􀆰 ０３

　 　 注：ＣＭＣ＝ ０ ～ ０􀆰 ２５，无相似性；ＣＭＣ ＝ ０􀆰 ５０ ～ ０􀆰 ７５，中度相似性；
ＣＭＣ＝ ０􀆰 ７５～１，高度相似性；ａ ＲＭＳＥ＜０􀆰 ３；ｂ ＭＡＥ＜０􀆰 ３

　 　 由 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ 链节段模型和三连杆模型计算出

的髋关节（０􀆰 ９３±０􀆰 ０３）、膝关节（０􀆰 ９４±０􀆰 ０３）力矩

曲线 ＣＭＣ 均大于 ０􀆰 ８５，表明 ８ 名受试者的两条力

矩曲线高度相似。 而踝关节力矩（０􀆰 ６３±０􀆰 １０）曲线

ＣＭＣ 在 ０􀆰 ５０～０􀆰 ８２ 之间，两条力矩曲线仅表现出中

度相似性。
综上所述，三连杆模型得出的髋、膝关节力矩

具有较高的准确性，而踝关节力矩差异性较大。 模

型中踝关节与地面的铰接处理会忽略由 ＧＲＦ 引起

的互动力矩对各关节力矩的贡献，导致关节力矩在

数值上偏大。
两种模型计算结果的差异性不仅来源于由

ＧＲＦ 引起的互动力矩，也和模型的惯性参数有着密

切联系。 本研究为简化计算，忽略手臂等对躯干运

动的影响，势必会对关节力矩的计算造成一定误

差。 此外，虽然深蹲主要表现为矢状面的运动，但
深蹲形式的改变在 ３ 个平面内均会产生显著变化，
探讨不同深蹲模式的三维互动力矩变化具有重要

意义。 在进一步研究中，将考虑连杆模型三维互动

力矩的计算，以期更深入地探讨不同深蹲形式下多

关节运动控制的规律。

３　 结论

本文采用第二类拉格朗日方程构建并验证适

用于深蹲动作的三连杆动力学方程。 与 Ｖｉｓｕａｌ ３Ｄ
结果相比，三连杆模型得出的髋、膝关节力矩具有

较高的准确性，而踝关节力矩具有较大差异。 在实

际深蹲过程中，作用于压力中心处的 ＧＲＦ 会对下肢

各关节产生互动力矩，该差异正是由忽略 ＧＲＦ 引起

的互动力矩对踝关节力矩的贡献造成。 可采用该

模型对髋、膝关节进行互动动力学分析，但对于踝

关节应当考虑由 ＧＲＦ 引起的互动力矩所造成的影

响，否则会造成较大误差。
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