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放射治疗下实体肿瘤演变的数学模型和数值模拟
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摘要：目的　 数值模拟研究放射治疗下放射敏感性系数、治疗频率、肿瘤细胞成熟年龄等因素对实体肿瘤放射治疗
效果的影响。方法　 建立放射治疗下实体肿瘤演变的连续离散混合数学模型，模型考虑肿瘤的微环境（氧、细胞
外基质、基质降解酶）以及自身行为（增殖、凋亡、黏附）对肿瘤演变的影响，并引入线性二次模型描述肿瘤对放射治
疗的响应，采用数值模拟方法模拟不同条件下肿瘤演变的过程，评价放射治疗的疗效。结果　 肿瘤的放射治疗效
果与放射敏感性系数、肿瘤细胞成熟年龄正相关，而在放射剂量总量不变的情况下，高频治疗和低频治疗效果并没
有特别明显的区别。结论　 模拟结果与临床结果相吻合，可为肿瘤放射治疗的理论及临床研究提供一种新的方法。
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　 　 实体肿瘤演变的过程十分复杂，既包括肿瘤细
胞之间的相互作用、肿瘤细胞与细胞外间质的相互
作用，也需要考虑肿瘤细胞自身的增殖和凋亡，还涉
及营养的输运等，仅通过生物学实验很难考察在肿
瘤演变过程中个别因素的作用。因此，为便于研究
某一因素或某几种因素组合对实体肿瘤演变的影
响，更好了解肿瘤演变的过程和发展趋势，改进治疗
的策略，有必要借助数学模型工具研究肿瘤的演变，
采用数值模拟方法来达到上述目的。

近２０年来有很多涉及肿瘤演变的数学模型和
数值模拟方面的研究，现已逐渐成为数学肿瘤学领
域中一个重要的研究方向。肿瘤演变的数学模型可
分为以下３类：①连续模型。在较大的空间尺度计
算肿瘤细胞密度，模拟肿瘤演变。由于连续模型几
乎不考虑肿瘤细胞自身在生命周期中的一些随机性
行为（如增殖、凋亡和迁移等），故在进行数值模拟
时计算量较少，但采用这种方法很难从分子水平了
解肿瘤细胞的行为［１４］。②离散模型。着重研究单
个肿瘤细胞的迁移、增殖以及细胞细胞和细胞细
胞外间质的相互作用，根据单个肿瘤细胞当前所处
的状态来模拟其演变过程。这种方法计算量非常
大，并且忽略了肿瘤微环境（如氧浓度、葡萄糖浓
度、ｐＨ值等）对肿瘤演变的影响［５８］。③连续离散
的混合模型。结合了上述两类模型的优点，用基于
反应扩散系统方程的连续模型控制肿瘤微环境中
化学物质的变化过程，以及基于随机漫步原理的离
散元胞自动机模型描述细胞移动和相互作用，能更
有效地模拟肿瘤演变，在治疗策略的设计及疗效评
估方面也得到诸多应用，已逐渐成为数学肿瘤学领
域一种引人注目的研究手段［９１５］。

本课题组采用连续离散混合模型在肿瘤演变
的数值模拟领域已经开展了许多研究，如肿瘤血管
生成的数学模型［１６１８］、血管生成与肿瘤演变耦合的
数学模型［１９２０］、抗血管生成治疗下肿瘤演变的数学
模型［２１］、ｐ２７基因调控下肿瘤演变的数学模型［２２］

等。本文在前期研究的基础上，引入线性二次
（ｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃ，ＬＱ）模型描述肿瘤对放射治疗的
响应，建立肿瘤演变与放射治疗相结合的数学模型，
探索放射敏感性系数、治疗频率、肿瘤细胞生长周期
等因素对实体肿瘤放射治疗效果的影响。

１　 数学模型
１． １　 组织层面

考虑血管初期肿瘤生长的４个重要变量［２０］：肿
瘤细胞密度ｎ（ｘ，ｔ）、细胞外基质（ＥＣＭ）浓度
ｆ（ｘ，ｔ）、基质降解酶（ＭＤＥ）浓度ｍ（ｘ，ｔ）以及氧
浓度ｃ（ｘ，ｔ）。它们满足如下关系：

ｎ
ｔ
＝ Ｄｎ

Δ２} ｎ随机运动
－ χ

Δ·（ｎ Δｆ} ）趋触运动
（１）

ｆ
ｔ
＝ δ

}

ｍｆ
降解

（２）

ｍ
ｔ
＝ Ｄｍ

Δ２} ｍ扩散
＋ μ }ｎ
产生
－ λ

}

ｍ
自然消耗

（３）

ｃ
ｔ
＝ Ｄｃ

Δ２} ｃ扩散
－ γ }ｎ
肿瘤消耗

－ α }ｃ
自然消耗

（４）
肿瘤细胞的运动主要分为自由扩散和趋触性作用两
部分。式（１）中，Ｄｎ为肿瘤细胞扩散系数，χ为肿瘤
细胞趋触系数；ＭＤＥ能降解ＥＣＭ；式（２）中，δ为
ＥＣＭ降解率；ＭＤＥ由肿瘤细胞分泌，或由肿瘤细胞
激活活性，扩散到组织中，并经历自然消耗；式（３）
中，Ｄｍ 为ＭＤＥ扩散系数，μ为ＭＤＥ产生率，λ为
ＭＤＥ消耗率；氧由肿瘤细胞附近的毛细血管释放，
以扩散运动为主，能被肿瘤消耗，并经历自然消耗；
式（４）中，Ｄｃ 为氧扩散系数，γ为肿瘤耗氧率，α为
自然耗氧率。

对式（１）～（４）进行无量纲化。通常无血管期
肿瘤半径为１ ～ ２ ｍｍ，本文模拟对象为血管初期肿
瘤，其半径会在无血管期的基础上进一步增大，故取
空间尺度Ｌ ＝ １ ｃｍ，时间尺度τ ＝ １６ ｈ（细胞分裂周
期一般为８ ～ ２４ ｈ）。设肿瘤细胞密度特征量ｎ０、
ＥＣＭ密度特征量ｆ ０、ＭＤＥ浓度特征量ｍ０及氧浓度
特征量ｃ０，则无量纲量分别为：

珘ｎ ＝ ｎ
ｎ０
，　 ｆ～ ＝ ｆ

ｆ ０
，　 珟ｍ ＝ ｍ

ｍ０

珓ｃ ＝ ｃ
ｃ０
，　 珓ｘ ＝ ｘＬ，　 珘τ ＝

ｔ
τ

　 　 分别代入式（１）～（４），得到无量纲方程组（省
去上标）：

ｎ
ｔ
＝ ｄｎ

Δ２} ｎ随机运动
－ ρ

Δ·（ｎ Δｆ} ）趋触运动
（５）
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ｆ
ｔ
＝ － η

}

ｍｆ
降解

（６）

ｍ
ｔ
＝ ｄｍ

Δ２}ｍ扩散
＋ χ }ｎ
产生
－ σ

}

ｍ
自然消耗

（７）

ｃ
ｔ
＝ ｄｃ

Δ２} ｃ
扩散

－ ω }ｎ
肿瘤消耗

－  }ｃ
自然消耗

（８）
式中：

ｄｎ ＝
τＤｎ
Ｌ２
，　 ρ ＝ τχｆ

０

Ｌ２
，　 η ＝ τｍ０δ

ｄｍ ＝
τＤｍ
Ｌ２
，　 χ ＝ τμｎ

０

ｍ０
，　 σ ＝ τλ

ｄｃ ＝
τＤｃ
Ｌ２
，　 ω ＝ τｎ

０γ
ｃ０
，　  ＝ τα

以上参数均为正。由于肿瘤细胞在不同的氧浓度环
境中生理表现有差异，具体体现为随着氧浓度的升
高，肿瘤细胞的趋触运动更显著、耗氧速率更快、产
生ＭＤＥ速率更快，故认为ρ、ω、χ的值与氧浓度相
关，并假定满足如下线性关系：

ρ ＝ （３ｃ ＋ ０． ７）ρｓｔｄ
ω ＝ （３ｃ ＋ ０． ７）ωｓｔｄ
κ ＝ （３ｃ ＋ ０． ７）κｓｔｄ

由于氧浓度的变化范围是０ ～ １，且设定在极度缺氧
状态（ｃ ＜ ０． １）下，肿瘤细胞死亡。因此，在缺氧状
态（ｃ ＝ ０． １）下，ρ、ω、κ的值分别等于标准值ρｓｔｄ、
ωｓｔｄ、κｓｔｄ；而在富氧状态（ｃ ＝ １． ０）下，ρ、ω、κ的值分
别提高到标准值的３． ７ 倍，即３． ７ρｓｔｄ、３． ７ωｓｔｄ、
３． ７κｓｔｄ。
１． ２　 细胞层面

考虑单个肿瘤细胞在移动的过程中，自身所经
历的一些生理进程，包括：①增殖。母细胞达到成熟
年龄后，由母细胞增殖产生两个子细胞。②突变。
ｐ５３基因突变会引起细胞程序性凋亡的失控，从而
对细胞的增殖失去控制，导致细胞癌变。假设每个
肿瘤细胞在每个生长周期中均有０． １的概率会发生
ｐ５３基因突变［１１］。③死亡。肿瘤细胞在极度缺氧
环境中会死亡，将触发细胞死亡的氧浓度阈值设为
０． １（初始氧浓度为１）。此外，若细胞在生长周期内
没有发生ｐ５３基因突变，则自动引发细胞程序性凋
亡机制。④细胞间黏附。肿瘤细胞除了通过自由扩
散和趋触性作用进行运动外，还考虑由于细胞与细
胞间黏附作用而引起的肿瘤细胞迁移。假设每个细

胞有一个自身的黏附值Ａｉ，即它可黏附的相邻细胞
个数。只有在此细胞周围的细胞数Ａｃ ＞ Ａｉ的情况
下，该细胞才可以迁移，否则设定为原地静止。

由于在氧气充足的条件下，肿瘤细胞的增殖速
度会加快，故设定母细胞的成熟年龄Ｔ ＝
（－ ０． ５５ｃ ＋ １． ０５５）τ。即在缺氧条件（ｃ ＝ ０． １）下，
母细胞需经过１６ ｈ才能达到成熟年龄，进行增殖；
而在富氧条件（ｃ ＝ １． ０）下，母细胞只需经过约８ ｈ
就能达到成熟年龄。另外，肿瘤在氧气充足的条件
下，其向外扩张的能力增强，故假定ｃ ＜ ０． ４时，
Ａｉ ＝ ３；０． ４≤ ｃ ＜ ０． ７时，Ａｉ ＝ ２；０． ７≤ ｃ≤１． ０时，
Ａｉ ＝ １。
１． ３　 放射治疗

放射治疗对增殖肿瘤细胞的杀伤发生在有丝分
裂阶段，而处于有丝分裂期后的细胞将很可能幸存
下来。描述肿瘤对放射治疗响应通常应用线性二次
模型［２３］：

（１）增殖肿瘤细胞存活率满足
Ｓ（Ｄ）＝ ｅｘｐ（－ ａＤ － ｂＤ２） （９）

式中：ａ和ｂ为放射敏感系数，单位分别为Ｇｙ －１和
Ｇｙ －２；Ｄ为放射剂量。在肿瘤组织接受一次放射治
疗后，由Ｓ（Ｄ）随机决定各个增殖肿瘤细胞的存活。
在受到放射治疗杀伤的增殖肿瘤细胞中有３０％处
于亚致死状态，能在细胞的Ｇ２期自我修复，在正常
细胞周期中形成一定的延迟。为简单起见，在接受
放射治疗后，将这类亚致死状态的细胞年龄调至
０ ｈ，而将受到放疗致命杀伤且无法自我修复的增殖
肿瘤细胞设定为坏死细胞。

（２）缺氧肿瘤细胞对放疗剂量相对不敏感，在
剂量Ｄ下缺氧细胞的存活率满足

Ｓ（Ｄ）＝ ｅｘｐ － ａ ＤＯＥＲ － ｂ
Ｄ( )ＯＥＲ[ ]２ （１０）

式中：ＯＥＲ为氧增比，缺氧肿瘤细胞由Ｓ（Ｄ）随机决
定存活与否。
１． ４　 模拟过程

模拟区域为１ ｃｍ × １ ｃｍ，均分为２００ × ２００格
点。空间步长Δｘ ＝ Δｙ ＝ ０． ００５，时间步长Δｔ ＝
０． ００２。模拟区域采用无流动边界条件，即肿瘤细胞、
ＥＣＭ、ＭＤＥ以及氧均被固定在区域内，模拟区域边
界处均匀设置１２个血管点，与血管期肿瘤的实际血
管分布密度相比，模型中的血管点显然偏少，故设血
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管点处氧浓度始终为１． ０，并将氧扩散系数调高１０
倍，使模型中氧分布更接近实际。初始时刻在区域
中心分布８１个肿瘤细胞，随机赋予年龄（０ ～ １６ ｈ），
各网格点ＥＣＭ浓度分别设置为０ ～ １的随机数，
ＭＤＥ浓度均为０，氧浓度均为０． ２，并在未接受放射
治疗的情况下，先行执行２５ ０００个时间步，得到治
疗初期肿瘤的形态和微环境状态。本文对放射治疗
的数值模拟均在该肿瘤（下文简称为初始肿瘤）的
基础上进行。

部分用于模拟的无量纲量分别为［２０］：
ｄｎ ＝ ５ × １０

－６，　 ｄｍ ＝ ５ × １０ －６
ｄｃ ＝ ５ × １０

－３（肿瘤细胞外）
ｄｃ ＝ ２． ５ × １０

－３（肿瘤细胞内）
ρｓｔｄ ＝ ０． ０１，　 η ＝ ５０

κｓｔｄ ＝ １，　 σ ＝ ０，　 ωｓｔｄ ＝ ０． ６，　  ＝ ０． ０５
　 　 对方程（５）的离散采用５点中心差分格式，以
每项前的系数来表示在当地微环境影响下单个细胞
的移动概率。

采用ＦＴＣＳ差分格式离散方程（５）得：
ｎｑ＋１ｉ，ｊ ＝ ｎ

ｑ
ｉ，ｊＰ０ ＋ ｎ

ｑ
ｉ＋１，ｊＰ１ ＋ ｎ

ｑ
ｉ－１，ｊＰ２ ＋

ｎｑｉ，ｊ ＋１Ｐ３ ＋ ｎ
ｑ
ｉ，ｊ －１Ｐ４

其中：肿瘤细胞的运动方向由Ｐ０ ～ Ｐ４ ５个系数决
定，它们和肿瘤细胞运动方向（静止Ｐ０、向左Ｐ１、向
右Ｐ２、向下Ｐ３和向上Ｐ４）的概率成比例。具体形式
如下：

Ｐ０ ＝ １ －
３ｄｎΔｔ
（Δｘ）２ －

ρΔｔ
（Δｘ）２（ｆ

ｑ
ｉ＋１，ｊ ＋ ｆ

ｑ
ｉ－１，ｊ －

４ｆ ｑｉ，ｊ ＋ ｆ
ｑ
ｉ，ｊ ＋１ ＋ ｆ

ｑ
ｉ，ｊ －１）

Ｐ１ ＝
ｄｎΔｔ
（Δｘ）２ －

ρΔｔ
４（Δｘ）２（ｆ

ｑ
ｉ＋１，ｊ － ｆ

ｑ
ｉ－１，ｊ）

Ｐ２ ＝
ｄｎΔｔ
（Δｘ）２ ＋

ρΔｔ
４（Δｘ）２（ｆ

ｑ
ｉ＋１，ｊ － ｆ

ｑ
ｉ－１，ｊ）

Ｐ３ ＝
ｄｎΔｔ
（Δｘ）２ －

ρΔｔ
４（Δｘ）２（ｆ

ｑ
ｉ，ｊ ＋１ － ｆ

ｑ
ｉ，ｊ －１）

Ｐ４ ＝
ｄｎΔｔ
（Δｘ）２ ＋

ρΔｔ
４（Δｘ）２（ｆ

ｑ
ｉ，ｊ ＋１ － ｆ

ｑ
ｉ，ｊ －１）

其中：下标ｉ、ｊ和上标ｑ分别表示二维网格中的具体
空间位置和时间步。

求解后可得到区域内各点上的肿瘤细胞密度
值。考虑单个细胞的层面，故以逻辑函数表示格点
上的肿瘤细胞，即以ｎ ＝ １表示此格点上有肿瘤细胞

（密度不为０），否则ｎ ＝ ０。
肿瘤放射治疗的数值模拟过程如图１所示。

图１　 肿瘤放射治疗的数值模拟过程　
Ｆｉｇ． １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｇｒｏｗｔｈ ｕｎｄｅｒ

ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ　

２　 模拟结果
２． １　 放射治疗下实体肿瘤的演变

针对初始肿瘤进行标准放射治疗模式的数值模
拟。放射治疗以７ ｄ为１个周期，前５ ｄ每天治疗
１次，后２ ｄ暂停治疗，Ｄ ＝ ２ Ｇｙ ／ ｄ，ａ ＝ ０． ３ Ｇｙ －１，
ｂ ＝ ０． ０３ Ｇｙ －２，模拟时长为１４ ｄ。图２分别为接受
标准放射治疗和不接受放射治疗时肿瘤演变的数值
模拟结果。其中蓝色表示增殖细胞，黄色表示休眠
细胞，红色表示死亡细胞。在不接受放射治疗的情
况下，处于肿瘤边缘的增殖细胞向周围扩张，导致肿
瘤的体积逐日增大，这一过程在前期的工作中已有
详细阐述［２０］。而在接受标准放射治疗的情况下，增
殖细胞不断被杀死。第５ ～ ８ ｄ以及第８ ～ １２ ｄ，肿
瘤边缘区域的死亡细胞数量出现明显增加，使肿瘤
体积得到有效控制，同时随着肿瘤外部增殖细胞的
死亡，微环境中的氧能够进一步向肿瘤内部扩散，使
原本处于肿瘤内部区域的部分缺氧肿瘤细胞重新获
得足够的氧，脱离缺氧状态，导致这部分肿瘤细胞对
放射的敏感性变强，继而也出现死亡，故肿瘤细胞死
亡总体上呈现出由外向内的发展趋势。而随着肿瘤
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细胞的不断死亡，也使原来处于肿瘤内部区域的休
眠细胞重新获得增殖空间，转变为增殖细胞，故接受
放射治疗后，肿瘤细胞中增殖细胞所覆盖的区域面
积远比不接受放射治疗时要大得多。

（ａ）不接受放射治疗

（ｂ）接受标准放射治疗

图２　 实体肿瘤演变的数值模拟结果　
Ｆｉｇ． ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｔｕｍｏｒ ｇｒｏｗｔｈ　

（ａ）Ｗｉｔｈｏｕｔ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ，（ｂ）Ｕｎｄｅｒ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ

　 　 图３所示为实体肿瘤半径随时间的变化情况。
为了便于与肿瘤临床放射治疗后的半径变化进行比
较，按周拟合数值模拟结果。对于不同类型肿瘤
（食道癌［２４］、肺癌［２５］、宫颈癌［２５］）和不同患者，接受
放疗后肿瘤半径的绝对变化量会有所差异，但总体
趋势相似。此外，该结果与其他肿瘤放射治疗模
型［２６２７］的模拟结果也较为接近，故本文提出的数学
模型和数值模拟结果是可信的。从图３中还注意
到，当暂停接受放射治疗时，肿瘤半径会明显增大，

这是由肿瘤自身增殖造成；并且，由于放射治疗后增
殖细胞的数量有所增加，部分肿瘤细胞的死亡又为
肿瘤细胞增殖留下足够的空间，导致肿瘤细胞增殖
率提高，故第６、７ ｄ肿瘤半径增长较快，这也会对下
一周的放射治疗疗效产生影响。在放射致死率不能
显著提高而增殖率却明显提高的情况下，肿瘤细胞
的总体死亡率会降低，从而降低疗效。

图３　 实体肿瘤半径随时间的变化情况　
Ｆｉｇ． ３　 Ｃｈａｎｇｅｓ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｔｕｍｏｒ ｒａｄｉｕｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ　

２． ２　 部分参数或条件对放射治疗实体肿瘤结果的
影响
实体肿瘤放射治疗效果受多种因素的影响，从

放射敏感性系数、治疗频率、肿瘤细胞成熟年龄三方
面入手，研究上述参数或条件对放射治疗实体肿瘤
结果的影响。
２． ２． １　 放射敏感性系数　 对初始肿瘤进行放射治
疗数值模拟，放射治疗以７ ｄ为１个周期，前５ ｄ每
天治疗１次，后２ ｄ暂停治疗，Ｄ ＝ ２ Ｇｙ ／ ｄ，ａ ＝ ０． ２、
０． ３、０． ４ Ｇｙ －１，ｂ ＝ ０． ０３ Ｇｙ －２，模拟时长均为１４ ｄ。

图４（ａ）所示为在不同放射敏感性系数条件下
实体肿瘤半径随时间的变化情况。结果表明，放射
治疗实体肿瘤的疗效与该肿瘤对放射治疗的敏感性
密切相关。如放射敏感性系数较低，则肿瘤细胞的
死亡率会降低；当肿瘤细胞的增殖率大于死亡率时，
肿瘤将持续增大，在这种情况下，放射治疗虽仍能抑
制肿瘤的发展速度，但离杀死肿瘤这一目标渐行渐
远。反之，如放射敏感性系数较高，则有利于杀死肿
瘤细胞，控制肿瘤的大小。从这组模拟结果来看，并
不是所有肿瘤细胞均适合采用放射治疗的手段，应
充分考虑肿瘤细胞对放射的敏感性。
２． ２． ２　 治疗频率　 对初始肿瘤进行放射治疗数值
模拟，采用３种不同的治疗频率，均以７ ｄ作为１个
治疗周期。第１种治疗方法为高频治疗：前６ ｄ每
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天治疗１次，最后１ ｄ暂停治疗，Ｄ ＝（５ ／ ３）Ｇｙ ／ ｄ；
第２种治疗方法是标准治疗：前５ ｄ每天治疗１次，
后２ ｄ暂停治疗，Ｄ ＝ ２ Ｇｙ ／ ｄ；第３种治疗方法是低
频治疗：前４ ｄ每天治疗１次，后３ ｄ暂停治疗，
Ｄ ＝ ２． ５ Ｇｙ ／ ｄ。无论采用何种治疗方法，每周接受
放射治疗的总剂量均是１０ Ｇｙ，ａ ＝ ０． ３ Ｇｙ －１，
ｂ ＝ ０． ０３ Ｇｙ －２，模拟时长均为１４ ｄ。

图４（ｂ）所示为在不同治疗频率情况下实体肿
瘤半径随时间的变化情况。结果显示，采用低频治
疗，由于单次剂量增大，导致每次杀死的肿瘤细胞较
多，肿瘤体积会出现明显减小。但由于在低频治疗
的１个治疗周期中有３ ｄ暂停治疗，在这３ ｄ内，肿
瘤的体积又会出现明显增加，在整个治疗周期内，肿
瘤体积的变化幅度较大。反观高频治疗，虽然单次
剂量减少，导致每次杀死的肿瘤细胞不及低频治疗，
并且在１个治疗周期里杀死的肿瘤细胞总量也不及
低频治疗，但由于高频治疗每个周期里只有１ ｄ暂
停治疗，肿瘤细胞在这１ ｄ的增殖数量较少，故总体
上高频和低频治疗效果并没有特别明显的区别。从
这组模拟结果来看，不同治疗频率所得到的治疗效
果比较接近，虽然单次放射剂量各有不同，但治疗效
果与单次放射剂量之间没有直接关系，而可能与１

个治疗周期内的总剂量有关。考虑到在本文模拟中
高频治疗时单次剂量较少，低于标准治疗的单次剂
量，若能适当提高，使１个治疗周期内的总剂量增
加，也许能对疗效产生一些正面作用。
２． ２． ３　 肿瘤细胞成熟年龄　 对初始肿瘤进行放射
治疗数值模拟，设定肿瘤细胞的成熟年龄分别为
８、１６和２４ ｈ。放射治疗以７ ｄ为１个周期，前５ ｄ每
天治疗１ 次，后２ ｄ 暂停治疗，Ｄ ＝ ２ Ｇｙ ／ ｄ，
ａ ＝ ０． ３ Ｇｙ －１，ｂ ＝ ０． ０３ Ｇｙ －２，模拟时长为１４ ｄ。

图４（ｃ）所示为当肿瘤成熟年龄不同时，采用相
同放射治疗方法得到的实体肿瘤半径随时间的变化
情况。结果发现，当肿瘤细胞的成熟年龄较小时，治
疗效果不理想，主要体现在肿瘤细胞增殖的速率过
快，这是因为肿瘤细胞的成熟年龄越小，在相等的时
间内，增殖的次数就越多，当新生的肿瘤细胞数量接
近或者大于被放射治疗杀死的肿瘤细胞数量后，就
会出现如图中蓝色曲线所描述的情况。反之，如果
肿瘤细胞的成熟年龄越大，则其增殖的速率就越慢，
疗效也就越显著。从这组模拟结果可知，肿瘤细胞
的成熟年龄将直接影响放射治疗的疗效，成熟年龄
较小的细胞不适合采用放射治疗的手段。

（ａ） （ｂ） （ｃ）
图４　 不同条件下实体肿瘤半径随时间的变化情况　 （ａ）未经治疗、ａ ＝ ０． ２ Ｇｙ －１、ａ ＝ ０． ３ Ｇｙ －１、ａ ＝ ０． ４ Ｇｙ －１（分别由黑色、蓝色、绿色、红色曲

线表示），（ｂ）未经治疗、低频治疗、标准治疗、高频治疗（分别由黑色、蓝色、绿色、红色曲线表示），（ｃ）接受放射治疗、未接受放射治疗
（分别由实线和虚线表示，其中蓝色表示τ ＝ ８ ｈ、绿色表示τ ＝ １６ ｈ、红色表示τ ＝ ３２ ｈ）

Ｆｉｇ． ４　 Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｔｕｍｏｒ ｒａｄｉｕｓ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　 （ａ）Ｗｉｔｈｏｕｔ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ，ａ ＝ ０． ２ Ｇｙ －１，ａ ＝ ０． ３ Ｇｙ －１，
ａ ＝ ０． ４ Ｇｙ －１，（ｂ）Ｗｉｔｈｏｕｔ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ，ｕｎｄｅｒ ｌｏｗ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｔｈｅｒａｐｙ，ｕｎｄｅｒ ｓｔａｎｄａｒｄ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｔｈｅｒａｐｙ，ｕｎｄｅｒ ｈｉｇｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｔｈｅｒａｐｙ，
（ｃ）Ｕｎｄｅｒ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ，ｗｉｔｈｏｕｔ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ

３　 讨论
放射治疗下肿瘤细胞的存活率与肿瘤细胞所处

微环境的氧浓度相关。其中，氧一方面从肿瘤周围

的血管中扩散出来，一方面又被肿瘤细胞消耗，而肿
瘤细胞一方面在增殖、迁移，一方面又会因缺氧或接
受放射治疗而死亡。考虑到氧、肿瘤细胞、放射效果
三者之间的复杂关系，许多放射治疗实体肿瘤的数
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学模型在建模过程中会对其中之一进行人为限定。
例如，梁保辉等［２７］假定肿瘤细胞中缺氧细胞占比
２０％；Ｂｏｒｋｅｎｓｔｅｉｎ等［２６］认为肿瘤细胞增殖率和肿瘤
体积有关，肿瘤越大，增殖率越小，并假设了相应的关
系式；Ｗａｎｇ等［２５］则从临床放射治疗的结果入手，事
先规定放射治疗时肿瘤体积减半所需的时间。

而本文所提出的放射治疗下实体肿瘤演变的连
续离散混合数学模型，在考虑肿瘤的微环境（氧、细
胞外基质、基质降解酶）以及自身行为（增殖、凋亡、
黏附）对肿瘤演变影响的同时，结合了描述肿瘤对
放射治疗响应的线性二次模型，将肿瘤微环境、肿瘤
细胞、放射效果三者进行耦合，采用数值模拟方法呈
现肿瘤在放射治疗下的演变过程，并且模拟结果与
临床结果相吻合。利用该数学模型，可以模拟不同
放射治疗条件下肿瘤大小的变化，为肿瘤放射治疗
的相关研究提供一种新的方法。同时，针对不同放
射敏感性系数、治疗频率、肿瘤细胞成熟年龄等因
素，对实体肿瘤放射治疗的影响进行比较和分析，为
改进放射治疗方式提供参考依据。不足的是，建立
数学模型时，仅在模拟区域内设置了几个固定的血
管点来实现肿瘤的微血管网络，而实际上肿瘤生长
和肿瘤微血管网络的生成也是一个互相耦合的过
程，故在后续工作中可对此加以改进，考虑微血管随
肿瘤生长而出现的位置及数量上的变化，使模型更
加符合实际。

参考文献：

［１］　 Ａｒａｕｊｏ ＲＰ，ＭｃＥｌｗａｉｎ Ｄ． Ａ ｌｉｎｅａｒｅｌａｓｔｉｃ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａｎｉｓｏ
ｔｒｏｐｉｃ ｔｕｍｏｒ ｇｒｏｗｔｈ ［Ｊ］． Ｅｕｒ Ｊ Ａｐｐｌ Ｍａｔｈ，２００４，１５（３）：
３６５３８４．

［２］　 Ａｒａｕｊｏ ＲＰ，ＭｃＥｌｗａｉｎ ＤＬＳ． Ａ ｍｉｘｔｕｒｅ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｅｎｅ
ｓｉｓ ｏｆ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ｇｒｏｗｉｎｇ ｔｉｓｓｕｅｓ Ｉ：Ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｆｏｒｍｕ
ｌａｔｉｏｎ ［Ｊ］． ＳＩＡＭ Ｊ Ａｐｐｌ Ｍａｔｈ，２００５，６５（４）：１２６１１２８４．

［３］　 Ａｒａｕｊｏ ＲＰ，ＭｃＥｌｗａｉｎ ＤＬＳ． Ａ ｍｉｘｔｕｒｅ ｔｈｅｏｒｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｅｎｅ
ｓｉｓ ｏｆ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎ ｇｒｏｗｉｎｇ ｔｉｓｓｕｅｓ ＩＩ：Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｔｈｅ
ｂｉｐｈａｓｉｃ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｍｕｌｔｉｃｅｌｌ ｓｐｈｅｒｏｉｄ ［Ｊ］． ＳＩＡＭ Ｊ
Ａｐｐｌ Ｍａｔｈ，２００５，６６（２）：４４７４６７．

［４］　 Ｃｈａｐｌａｉｎ ＭＡＪ，Ｌｏｌａｓ Ｇ． Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｏｆ ｃａｎｃｅｒ
ｃｅｌｌ ｉｎｖａｓｉｏｎ ｏｆ ｔｉｓｓｕｅ：Ｔｈｅ ｒｏｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｕｒｏｋｉｎａｓｅ ｐｌａｓｍｉｎｏ
ｇｅｎ ａｃｔｉｖａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］． Ｍａｔｈ Ｍｏｄｅｌｌ Ｍｅｔｈｏｄｓ Ａｐｐｌ Ｓｃｉ，
２００５，１５（１１）：１６８５１７３４．

［５］　 Ｄｒａｓｄｏ Ｄ，Ｋｒｅｅ Ｒ，ＭｃＣａｓｋｉｌｌ ＪＳ． Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ

ｔｉｓｓｕｅｃｅｌｌ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ ［Ｊ］． Ｐｈｙｓ Ｒｅｖ Ｅ，１９９５，５２（６）：
６６３５６６５７．

［６］　 Ｔｕｒｎｅｒ Ｓ，Ｓｈｅｒｒａｔｔ ＪＡ． Ｉｎｔｅｒｃｅｌｌｕｌａｒ ａｄｈｅｓｉｏｎ ａｎｄ ｃａｎｃｅｒ
ｉｎｖａｓｉｏｎ：Ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ Ｐｏｔｔｓ
ｍｏｄｅｌ ［Ｊ］． Ｊ Ｔｈｅｏｒ Ｂｉｏｌ，２００２，２１６（１）：８５１００．

［７］　 Ａｌａｒｃｏｎ Ｔ，Ｂｙｒｎｅ ＨＭ，Ｍａｉｎｉ ＰＫ． Ａ ｃｅｌｌｕｌａｒ ａｕｔｏｍａｔｏｎ
ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｕｍｏｕｒ ｇｒｏｗｔｈ ｉｎ ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ

［Ｊ］． Ｊ Ｔｈｅｏｒ Ｂｉｏｌ，２００３，２２５（２）：２５７２７４．
［８］　 Ｌｅｅ ＤＳ，Ｒｉｅｇｅｒ Ｈ． Ｆｌｏｗ ｃｏｒｒｅｌａｔｅｄ ｐｅｒｃｏｌａｔｉｏｎ ｄｕｒｉｎｇ ｖａｓ

ｃｕｌａｒ ｒｅｍｏｄｅｌｉｎｇ ｉｎ ｇｒｏｗｉｎｇ ｔｕｍｏｒｓ ［Ｊ］． Ｐｈｙｓ Ｒｅｖ Ｌｅｔｔ，
２００６，９６（５）：０５８１０４．

［９］　 Ｆｅｒｒｅｉｒａ ＳＣ，Ｍａｒｔｉｎｓ ＭＬ，Ｖｉｌｅｌａ ＭＪ． Ｒｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎ
ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｇｒｏｗｔｈ ｏｆ ａｖａｓｃｕｌａｒ ｔｕｍｏｒ ［Ｊ］． Ｐｈｙｓ Ｒｅｖ Ｅ，
２００２，６５（２）：０２１９０７．

［１０］　 Ｊｉａｎｇ Ｙ，ＰｊｅｓｉｖａｃＧｒｂｏｖｉｃ Ｊ，Ｃａｎｔｒｅｌｌ Ｃ，ｅｔ ａｌ． Ａ ｍｕｌｔｉ
ｓｃａｌｅ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ａｖａｓｃｕｌａｒ ｔｕｍｏｒ ｇｒｏｗｔｈ ［Ｊ］． Ｂｉｏｐｈｙｓ Ｊ，
２００５，８９（６）：３８８４３８９４．

［１１］　 Ａｎｄｅｒｓｏｎ ＡＲＡ． Ａ ｈｙｂｒｉｄ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｏｌｉｄ
ｔｕｍｏｒ ｉｎｖａｓｉｏｎ：Ｔｈｅ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｃｅｌｌ ａｄｈｅｓｉｏｎ［Ｊ］． Ｍａｔｈ
Ｍｅｄ Ｂｉｏｌ，２００５，２２（２）：１６３１８６．

［１２］　 Ａｎｄｅｒｓｏｎ ＡＲＡ，Ｗｅａｖｅｒ ＡＭ，Ｃｕｍｍｉｎｇｓ ＰＴ，ｅｔ ａｌ． Ｔｕｍｏｒ
ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｙ ａｎｄ ｐｈｅｎｏｔｙｐｉｃ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｄｒｉｖｅｎ ｂｙ ｓｅｌｅｃｔｉｖｅ

ｐｒｅｓｓｕｒｅ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｍｉｃｒｏｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔ ［Ｊ］． Ｃｅｌｌ，２００６，１２７
（５）：９０５９１５．

［１３］　 Ｇｅｒｌｅｅ Ｐ，Ａｎｄｅｒｓｏｎ ＡＲＡ． Ａｎ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙ ｈｙｂｒｉｄ ｃｅｌｌｕｌａｒ
ａｕｔｏｍａｔｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｓｏｌｉｄ ｔｕｍｏｒ ｇｒｏｗｔｈ ［Ｊ］． Ｊ Ｔｈｅｏｒ Ｂｉｏｌ，
２００７，２４６（４）：５８３６０３．

［１４］　 ＫＩＭ Ｙ，Ｓｔｏｌａｒｓｋａ ＭＡ，Ｏｔｈｍｅｒ ＨＧ． Ａ ｈｙｂｒｉｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ
ｔｕｍｏｒ ｓｐｈｅｒｏｉｄ ｇｒｏｗｔｈ ｉｎ ｖｉｔｒｏ Ｉ：Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ
ａｎｄ ｅａｒｌｙ ｒｅｓｕｌｔｓ ［Ｊ］． Ｍａｔｈ Ｍｏｄｅｌｓ Ｍｅｔｈ Ａｐｐｌ Ｓｃｉ，２００７，
１７（Ｓ１）：１７７３１７９８．

［１５］　 ＲａｍｉｓＣｏｎｄｅ Ｉ，Ｃｈａｐｌａｉｎ ＭＡＪ，Ａｎｄｅｒｓｏｎ ＡＲＡ． Ｍａｔｈｅ
ｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｆ ｃａｎｃｅｒ ｃｅｌｌ ｉｎｖａｓｉｏｎ ｏｆ ｔｉｓｓｕｅ ［Ｊ］．
Ｍａｔｈ Ｃｏｍｐｕｔ Ｍｏｄｅｌ，２００８，４７（５６）：５３３５４５．

［１６］　 蔡彦，古娜，张洪一，等． 基质力学环境影响下实体肿瘤血
管生成的二维数值模拟［Ｊ］． 医用生物力学，２００８，２３（６）：
４３４４４０．

　 　 　 Ｃａｉ Ｙ，Ｇｕ Ｎ，Ｚｈａｎｇ ＨＹ，ｅｔ ａｌ． Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ
ｔｕｍｏｒｉｎｄｕｃｅｄ ａｎｇｉｏｇｅｎｅｓｉｓ ｉｎｃｏｒｐｏｒａｔｉｎｇ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ

ｅｆｆｅｃｔｓ ｉｎ ｍａｔｒｉｘ ［Ｊ］． Ｊ Ｍｅｄ Ｂｉｍｅｃｈ，２００８，２３（６）：４３４
４４０．

［１７］　 吴洁，许世雄，龙泉，等． 实体肿瘤内微循环及药物传递的
三维数值模拟［Ｊ］． 医用生物力学，２０１０，２５（２）：１２９１３５．

　 　 　 Ｗｕ Ｊ，Ｘｕ ＳＸ，Ｌｏｎｇ Ｑ，ｅｔ ａｌ． Ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ
ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｍｉｃｒｏｃｉｒｃｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｄｒｕｇ ｄｅｌｉｖｅｒｙ ｉｎ ｓｏｌｉｄ

ｔｕｍｏｒｓ ［Ｊ］． Ｊ Ｍｅｄ Ｂｉｏｍｅｃｈ，２０１０，２５（２）：１２９１３５．
［１８］　 吴洁，许世雄，龙泉，等． 肿瘤微循环血管网的数值模拟及

后期处理［Ｊ］． 医用生物力学，２０１０，２５（２）：１３６１４２．
（下转第３２５页）

７１３
吕　 杰，等． 放射治疗下实体肿瘤演变的数学模型和数值模拟

Ｌ Ｊｉｅ，ｅｔ ａｌ． Ａ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｕｍｏｒ ｇｒｏｗｔｈ ｕｎｄｅｒ ｒａｄｉｏｔｈｅｒａｐｙ 　 　 　




