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摘要:目的　 针对骨重建压电效应仿真分析时传统有限元法( finite
 

element
 

method,
 

FEM)数值解精度差的问题,提
出了一种基于边的光滑有限元法(edged-based

 

smoothed
 

FEM,
 

ES-FEM)模型。 方法　 基于三角形背景网格构建光

滑域,依托梯度光滑技术获得光滑应变梯度与光滑电场梯度,在光滑伽辽金弱形式的框架下构造系统离散方程。
结果　 采用上述模型能反映压电效应下骨重建过程中骨密度变化和电势分布,相比于 FEM,ES-FEM 能够在一定程

度上提高骨重建仿真结果的精度。 结论　 提出的边光滑有限元模型能够更准确地模拟出骨重建过程,该方法对骨

重建压电效应问题的准确预测为骨类疾病临床研究提供有效的理论依据。
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Abstract:
 

Objective　 Aiming
 

at
 

solving
 

the
 

problem
 

of
 

poor
 

accuracy
 

for
 

numerical
 

solution
 

of
 

traditional
 

finite
 

element
 

method
  

(FEM)
 

in
 

numerical
 

analysis
 

on
 

piezoelectric
 

effects
 

of
 

bone
 

remodelling,
 

a
 

model
 

with
 

an
 

edge-
based

 

smoothed
 

FEM
 

( ES-FEM)
 

was
 

proposed.
 

Methods 　 The
 

bone
 

model
 

was
 

discretized
 

by
 

triangular
 

elements,
 

and
 

the
 

smoothing
 

domain
 

was
 

constructed
 

based
 

on
 

edges
 

of
 

the
 

existing
 

mesh
 

element.
 

Based
 

on
 

gradient
 

smoothing
 

technique,
 

the
 

smoothed
 

strain
 

gradient
 

and
 

the
 

smoothed
 

electric
 

field
 

gradient
 

were
 

obtained,
 

and
 

the
 

discrete
 

equations
 

of
 

the
 

system
 

were
 

constructed
 

under
 

the
 

framework
 

of
 

smoothed
 

Galerkin
 

weakform.
 

Results　 The
 

changes
 

of
 

bone
 

mineral
 

density
 

(BMD)
 

and
 

the
 

distributions
 

of
 

electric
 

potential
 

under
 

piezoelectric
 

effects
 

in
 

the
 

process
 

of
 

bone
 

remodelling
 

were
 

reflected
 

by
 

using
 

the
 

above
 

model.
 

Compared
 

with
 

FEM,
 

ES-FEM
 

could
 

improve
 

the
 

accuracy
 

of
 

simulation
 

result
  

for
 

bone
 

remodelling
 

to
 

a
 

certain
 

extent.
 

Conclusions 　 The
 

proposed
 

ES-FEM
 

can
 

simulate
 

the
 

process
 

of
 

bone
 

remodelling
 

more
 

accurately.
 

The
 

accurate
 

prediction
 

for
 

piezoelectric
 

effect
 

of
 

bone
 

reconstruction
 

by
 

this
 

method
  

provides
 

an
 

effective
 

theoretical
 

basis
 

for
 

clinical
 

research
 

of
 

bone
 

diseases.
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　 　 骨组织作为一种活性生物器官,其随着载荷变

化不断地进行生长、加强和再吸收的过程,被称为

骨重建[1-3] 。 Wolff[4] 提出了关于骨的演化规律:骨
骼生长会受到力学刺激的影响而改变其结构,用之

则强,废用则弱,即 Wolff 定律。 Fukada 等[5] 通过实

验发现,骨骼演化过程中伴随有局部电场的电子转

移,并把这一现象归结为压电效应。
对骨重建进行研究,分析压电效应对骨组织密

度分布的影响,是预测骨生长的关键。 目前常用的

研究方法有实验法、数值仿真法。 在实验方面,黄
克勤等[6]通过对动物小腿骨施加电流研究压电效

应对骨重建的影响。 深田荣一等[7] 分析骨的压电

特性和压电膜对骨生长的作用机制。 刘今朝等[8]

采用生物电压放大器测量湿骨试样的电信号,并探

究压电效应对骨重建的影响。 富东慧[9] 通过分析

梯形载荷作用下电压的波形特点,发现切应力是影

响骨压电的主要因素。 然而,在研究骨重建的压电

效应时,由于观察指标较多,难以处理数据结果。
数值仿真通过构建计算模型进行仿真分析,从而能

够直接观察骨密度的演化,弥补了实验法的缺陷。
边界元法( boundary

 

element
 

method,
 

BEM) 是骨重

建研究中具有影响力的一种数值仿真方法[10] 。
Vannessa 等[11]运用压电边界积分方程研究骨组织

的演化行为。 Gonzalez 等[12] 采用孔隙弹性介质分

析骨折愈合过程。 Miguel
 

等[13]基于 BEM 模拟骨组

织在剪切作用下的压电效应,并探究电刺激对骨重

建的影响,然而边界元法因离散方程的满秩矩阵限

制了计算骨密度的效率。 在骨重建的数值仿真中,
有限元方法( finite

 

element
 

method,
 

FEM)是另外一

种常用的模拟方法。 安梅岩等[14] 通过 ANSYS 有限

元软件,利用内部骨重建方程分析外载荷下骨密度

的演化过程。 Fernandez 等[15-16] 通过建立数值模型

探究骨压电对骨重建的影响。 陈秉智等[17-18] 基于

应变能最优化准则建立数值模拟方法,研究骨骼内

部重建的机理和规律。 刘海等[19] 应用骨量与给定

载荷之间的关系,模拟计算骨重建后骨密度的变

化。 虽然 FEM 有着广泛的工程应用,但在模拟仿真

骨重建时,不同的网格会导致计算结果差距较大,
原因是 FEM 本身过于依赖网格划分,网格质量直接

影响数值结果的精度和稳定性。
提高数值仿真的精度是提升骨重建问题计算

结果有效性的关键。 综合有限元法和无网络法的

共同优势, 有研究团队提出了光滑有限元方法

(smoothed
 

finite
 

element
 

method,
 

S-FEM) [20-23] 。 该

方法通过梯度光滑操作来“软化”离散系统的刚度,
从而实现对计算精度的大幅提升[24-26] 。 其中,基于

边的光滑有限元法(edged-based
 

smoothed
 

FEM,
 

ES-
FEM)在二维压电结构的静态和频率分析中取得了

较好的效果[27] 。 鉴于此,本文将 ES-FEM 引入骨重

建的压电效应数值模拟。 采用三角形单元对问题

域进行离散,基于背景网格各边构建光滑域,依托

梯度光滑技术获得光滑应变和光滑电场梯度,借助

广义光滑 Galerkin 弱形式得到系统离散方程。 基于

上述模型,分析骨重建过程中骨密度的演化规律,
进而对骨模型表面施加电荷,分析其电势的分布。
结果表明,相比于 FEM,ES-FEM 具有更高的精度,
可提供更加有效的骨重建压电效应仿真分析结

果。

1　 骨重建的 ES-FEM 数值模型

1. 1　 压电效应的基本方程

　 　 骨重建的压电效应表现为:在机械刺激的作用

下,骨组织内部的局部电场发生电子转移,内部应

力和介电位移发生改变,从而影响骨密度。 应力和

介电位移可表示为:

σ
W

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú =

cE - eT

e θε

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ε
E

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú (1)

式中: σ 和 ε 分别为机械应力和机械应变;W 和 E
分别为介电位移和电场强度; cE 为弹性矩阵;e 为

压电矩阵;
 

θε 为介电矩阵,即

e =
0 0 e15

e31 e33 0
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θε =
β11 0
0 β33

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

(2)

式中: eij 为压电常数( i = 1,2,3; j = 1,2,…,6), β ij

为介电常数( i,j = 1,2,3)。
对于本文考虑的骨重建压电效应问题,边界条

件应满足 Γ= Γt ∪Γu ∪ΓD ∪Γϕ ,其中, Γt 为力边

界; ΓD 为电位移边界; Γu 为位移边界; Γϕ 为电势

边界。
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σn = tN,　 在 Γt 上

Wn = qN,　 在 ΓD 上

u = uD,　 在 Γu 上

φ = φD,　 在 Γφ 上

(4)

1. 2　 光滑域的构造与梯度光滑操作

　 　 对于骨重建问题,由于三维骨模型较为复杂,
相关边界也并不明确,相关参考数据亦较为匮乏,
而二维骨模型也能较好地反映骨重建问题。 为了

验证此方法在该问题上的适用性,可以近似地将三

维结构简化为二维平面问题,本文采用 Workbench
建立二维骨模型。 采用 3 节点三角形网格将问题

域 Ω 离散为 Ne 个单元,共有 Nn 个节点,它们满足:

Ω =∪Ne
i = 1Ωe

i 和 Ωe
i ∩Ωe

j ≠ Ø,i≠ j 。 每个单元内的机

械位移 u(x)和电势 φ(x) 可通过场函数 di、φ i 由线

性插值得到:

u(x) = ∑
3

i = 1
Ni(x)di (5)

φ(x) = ∑
3

i = 1
Ni(x)φi (6)

式中: Ni(x) 为节点 i 的形函数。
为进行梯度光滑操作,需在背景网格的基础上

进一步构造基于边的光滑域。 如图 1 所示,基于三

角形单元的各边,顺次连接边的两个端点与对应三

角形单元的中点创建光滑域。 问题域内的光滑域

个数等于单元的边数。 当边在问题域的边界上时,
光滑域由 3 条边组成;反之,当边在问题域的内部

时,光滑域由 4 条边组成。

图 1　 二维问题中基于边的光滑域

Fig. 1　 Edge-based
 

smoothing
 

domains
 

in
 

two-dimensional
 

space

依托梯度光滑技术[26] ,光滑域 Ωs
k 内光滑应变

和光滑电场强度可表示为:

ε-(xk) = 1
As

k
∫
Ωs
k

ε(xk)dΩ (7)

E
-
(xk) = 1

As
k
∫
Ωs
k

E(xk)dΩ (8)

式中: As
k 表示光滑域 Ωs

k 的面积。
在本文建立的数值模型中,应变和电场强度需

要通过位移和电势得到,而位移和电势在域边界上

是连续的,且光滑函数在光滑域内是可微的,因此

依据高斯散度定理,光滑域内的积分可变为域边界

上的积分:

ε-(xk) = 1
As

k
∫
Γs
k

n(xk)u(xk)dΓ (9)

E
-
(xk) = 1

As
k
∫
Γs
k

n(xk)φ(xk)dΓ (10)

　 　 将式(5)、(6) 分别代入(9)、(10),在光滑域

Ωs
k 内,可得如下形式的光滑梯度项:

ε-(xk) = ∑
m

i = 1
B
- u
i (xk)d

-
i (11)

E
-
(xk) = - ∑

m

i = 1
B
- φ
i (xk)φ

-
i (12)

式中: m 为与光滑域相关的节点个数。
1. 3　 压电效应的离散形式

　 　 在光滑域内,二维压电问题的广义光滑伽辽金

弱形式如下:

∫
Ω

δε- δE
-

{ }
T cE - eT

- e - θε

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ε-

E
-{ } - δuTb + δφTqs

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

dΩ -

　 　 ∑δuTFp + ∑δφTQp = 0

(13)

　 　 将式(11)、(12)代入式(13),经整理可得如下

系统离散方程:

k
- uu k

- uφ

k
- uφ( ) T -k

- φφ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

d
-

Φ-{ } =
F
Q{ } (14)

式中: k
- uu 为光滑应变刚度矩阵, k

- φφ 为光滑电势刚

度矩阵, k
- uφ 为光滑应变-电势刚度矩阵。

kuu = ∑
Ne

i = 1
∫
Ωe
i

B
- u( ) TcEB

- udΩ (15)
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kuφ = ∑
Ne

i = 1
∫
Ωe
i

B
- u( ) TeTB

- φdΩ (16)

kφφ = ∑
Ne

i = 1
∫
Ωe
i

B
- φ( ) TθεB

- φdΩ (17)

1. 4　 股骨头和转子重建方程

　 　 根据人体股骨组织的模型及其边界条件,载荷

施加在股骨和转子处[见图 2( a)]。 通常采用 3 种

载荷工况表示日加载情况,每种工况都包含作用于

股骨头的分布载荷和外展肌所产生的反作用力。
图 2(b)所示为日常状态下日载荷变化规律。 其中,
每种载荷工况的最小值为 0,最大值见表 1。[13]

图 2　 骨模型边界条件

Fig. 2　 Boundary
 

conditions
 

of
 

bone
 

model　
  

(a)
 

Boundary
 

and
 

load,
 

(b)
 

Daily
 

load
 

variation

表 1　 不同载荷情况

Tab. 1　 Different
 

load
 

conditions

工况
股骨 转子

载荷 / N
 

角度 / ( °) 载荷 / N
 

角度 / ( °)
1 2

 

317 21 703 28
2 1

 

458 -15 351 -8
3 1

 

545 56 468 35

　 　 Fyhrie 等[28]用数学公式定量描述骨重建,其方

程可表示为:
dρ
dt

= B S
ρ

- k( ) ,　 ρmax ≤ ρ ≤ ρmin (18)

式中: ρ 为骨密度, dρ / dt 为密度随时间的变化率;
B 和 k 均为试验常数,总能量密度 S=Su+Sϕ。 其中,
Su 为应变能密度,Sϕ 为电能密度,计算公式为:

Su = σε
2

(19)

Sφ = WE
2

(20)

　 　 骨密度随时间变化的递推公式为:

ρn+1 = ρn + Δt dρ
dt

(21)

　 　 在骨重建的压电效应过程中,各个参数随骨密

度的改变而变化。 骨组织弹性模量为 E(ρ) = Mργ 。
其中,M = 3 790 Pa / ( kg·m-2 ) 2,γ = 3。 此外,e31 =
1. 507

 

65 × 10-9 ( C / mm2 ) × ρ3, e33 = 1. 872
 

09 × 10-9

(C / mm2 ) × ρ3, e15 = 3. 576
 

43 × 10-9 ( C / mm2 ) × ρ3,
β11 = 88. 54 × 10-12 ( F / mm) × ρ3,β33 = 106. 248 × 10-12

(F / mm) ×ρ3,B= 1(g·cm-3) 2(MPa·d) -1,k= 4
 

mJ / g,
κ= 0. 3

 [16] 。

2　 结果

2. 1　 骨重建

　 　 基于 ES-FEM 不依赖于网格的特性,此处采用简

单三角形单元网格对骨模型进行划分,节点总数为

789,单元总数为 1
 

444。 依据人体骨质代谢情况,设定

骨组织最小密度 ρmin = 0. 01 g / cm3,最大密度 ρmax =
1. 740 g / cm3,初始密度 ρ0 = 0. 8 g / cm3。 骨重建过

程均通过 MATLAB 程序编译并进行仿真计算。
图 3( a) 和( b) 分别给出采用 FEM-T3 和 ES-

FEM 在同一网格节点数下计算得到的骨密度分布

云图,图 3(c)为与 FEM-T3 相同节点数的 4 节点四

边形单元(FEM-Q4)的计算结果。 考虑到该问题无

解析解, 采 用 节 点 间 距 极 小 的 标 准 有 限 元 解

(111
 

49 个节点)作为参考解[见图 3(d)]。 结果表

明,采用 FEM-T3 和 FEM-Q4 得到的解均与参考解

有较大的差别,而采用 ES-FEM 得出的云图与参考

解吻合较好,精度较高。

图 3　 不同数值算法下骨密度分布

Fig. 3 　 Bone
 

density
 

distributions
 

by
 

different
 

numerical
 

algorithms
 

　 ( a)
 

FEM-T3,
 

( b) ES-FEM,
 

( c) FEM-
Q4,

 

(d)Reference

为了更方便地观察 ES-FEM 在精度方面的优

势,表 2 列出了采用不同方法计算得到的图 2(a)中

AB 段相关点骨密度值与相对误差,如选取 X 坐标
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为 3. 321
 

cm 的点,FEM-T3 和 FEM-Q4 的相对误差

分别可达到 12. 00% 和 9. 13% ,而 ES-FEM 的相对误

差仅为 0. 96% 。 该结果更明确地验证了 ES-FEM 具

有比 FEM 较高的精度。

表 2　 不同数值算法下骨密度误差对比

Tab. 2 　 Error
 

comparison
 

of
 

bone
 

mineral
 

density
 

obtained
 

by
 

different
 

numerical
 

algorithms

方法
X / cm

 

2. 271 3. 321 4. 068 5. 352 6. 903
FEM-T3 0. 475 0. 829 0. 509 0. 196 0. 206

相对误差 / % 28. 360
 

12. 000
 

27. 080
 

13. 660
 

10. 430
FEM-Q4 0. 566 0. 856 0. 604 0. 202 0. 215

相对误差 / % 14. 630 9. 130 13. 470 11. 010 6. 520
ES-FEM 0. 661 0. 951 0. 724 0. 228 0. 241

相对误差 / % 0. 300 0. 960 3. 720 0. 440 4. 780
参考解 0. 663 0. 942 0. 698 0. 227 0. 230

　 　 为了定量地分析 ES-FEM 与 FEM 在精度方面

的差异,选取骨密度演化差距较大的图 2(a)中路径

AB,图 4(a)给出了使用不同数值算法的计算结果,
可以直观地发现: ①

 

在骨模型 AB 段中间部分,
FEM-T3 和 FEM-Q4 的计算结果与参考解的误差较

大,是因为此处受到载荷方向的作用较大;②
 

ES-
FEM 的计算结果整体上接近参考解,误差较小。 该

结果表明,ES-FEM 在研究二维骨重建问题时具有

较高的精度,同时也验证了本文所构造模型的正

确性。

图 4　 不同数值算法下密度对比

Fig. 4　 Density
 

comparison
 

by
 

different
 

numerical
 

algorithms　
(a)

 

Density
 

curves
 

at
 

line
 

AB,
 

(b)Total
 

energy
 

density
 

curves
 

at
 

point
 

A
 

on
 

the
 

first
 

day

由于日载荷的周期循环作用使总能量密度不

断发生改变,最终骨重建达到平衡状态。 图 4(b)为
日载荷作用第 1 天骨模型中 A 点[见图 2(a)]总能

量密度的变化规律。 可以看出:①
 

总能量密度随日

载荷的变化而变化。 例如,2. 4 ~ 7. 2
 

h 和 14. 4 ~
19. 2

 

h 载荷不变,总能量密度也是平稳的;②
 

相比

于 FEM-T3 和 FEM-Q4,采用 ES-FEM 得到的总能量

密度更接近参考解。
2. 2　 股骨的电势分布

　 　 在骨重建的压电效应中,可以通过在骨组织表

面施加电荷来改变骨密度[13] 。 为了分析施加电荷

对骨重建的影响,重建期后,在不施加载荷的一段

时间内,分别在转子和骨干上施加表面电荷 ( 见

图 5)。

图 5　 表面电荷加载位置

Fig. 5　 Loading
 

position
 

of
 

surface
 

charge

首先,考虑在骨模型的转子处施加 2 × 10 -9

C·mm -2 的表面电荷,分别给出采用节点总数为

789、单元总数为 1
 

444 的 FEM-T3 和 ES-FEM 计算

得到的电势分布图,再采用和 FEM-T3 相同节点数

的 FEM-Q4 得到电势分布。 由于该问题无解析解,
故采用非常密集的网格 ( 11

 

149 节点) 通过标准

FEM 得到的解作为参考解[见图 6( a)]。 可以看

出:①
 

施加表面电荷能够改变骨模型的电势,特别

是在着力点附近,通过改变总能量密度来影响骨密

度的变化;②
 

FEM-T3 和 FEM-Q4 的解在施加电荷

的转子处均与参考解有较大的差别,随着与着力点

距离的增加,差别逐渐减小;③
 

采用 ES-FEM 得到

的云图与参考解在整个问题域吻合较好,尤其是在

着力点附近较为明显,如骨模型中 A 点电势参考解

为-45. 26
 

V,采用 ES-FEM 计算结果为-46. 37
 

V,
而 FEM-T3 和 FEM-Q4 得到的结果分别为-47. 48、
-46. 93

 

V。 由此可见,相比于传统 FEM,ES-FEM 精

度较高。
为了验证表面电荷对骨重建的影响,同样地,

在骨干处施加 5×10-8C·mm-2表面电荷,使用 FEM-
T3、ES-FEM、FEM-Q4 和参考解得到电势分布[见

图 6(b)]。 可以发现:①
 

在骨干处施加表面电荷可

以改变骨干附近的电势,证实了表面电荷能够有效
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地影响骨重建;②
 

FEM-T3 和 FEM-Q4 的计算结果

在骨干处与参考解有较大的偏差,随着与骨干距离

的增加,FEM-T3 和 FEM-Q4 的结果与参考解的误

差出现减小的趋势,而 ES-FEM 在整体上能给出与

参考解基本一致的计算结果。 该结果进一步证实

了 ES-FEM 能够提高数值解的精度,故 ES-FEM 具

有很高的实用价值。

图 6　 不同表面电荷各数值算法下电势分布

Fig. 6 　 Electric
 

potential
 

distributions
 

of
 

surface
 

charge
 

by
 

different
 

numerical
 

algorithm　
 

( a)
 

Surface
 

charge
 

2×

10-9
 

C / mm2 ,
 

(b)
 

Surface
 

charge
 

5×10-8
 

C / mm2

3　 讨论与结论

　 　 针对传统 FEM 在人体股骨组织重建的压电效

应数值分析时精度较低的缺陷,本文构建了人体股

骨重建压电效应仿真的 ES-FEM 模型,研究压电效

应下骨重建过程及表面电荷对股骨电势的影响。
理论分析和数值算例表明:

(1)
 

ES-FEM 采用 3 节点三角形单元即可完成

对复杂骨模型的网格划分,有效地减少了网格部分

的负担。
(2)

 

在骨重建过程中,梯度光滑技术使 ES-
FEM 的结果不仅能够准确地模拟出骨重建过程,而
且比采用相同网格 FEM-T3 和相同节点的 FEM-Q4
模型更加精确。

(3)
 

骨组织受到力学因素后作出内部重建等

反应,受力大小和位置直接影响重建过程,在受力

载荷大的区域骨密度不断增加;反之,骨密度则不

断减小。 该结果证明了骨组织在受载荷作用的地

方不断再生;反之,则逐渐吸收。
(4)

 

在模型转子处施加电荷,能够明显地改变

着力点附近的电势值,采用 ES-FEM 得到的电势值

优于 FEM 的计算结果,通过在骨干上施加电荷验证

了这一结果。 同时也说明电刺激可以有效地改善

骨重建,证明电疗可作为骨重建过程中的一个额外

刺激。
本文基于边光滑 FEM 的骨重建压电效应方法

对骨重建问题是一种有效的计算方法,为生物组织

的宏观力学性能仿真分析提供了行之有效的途径,
下一步准备将其拓展到其他更加复杂的场景中。
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